Exercices : Echantillonnage et Estimation
A préparer pour 'examen

Exercice 1

On considere une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 15.0 et d’écart-type ¢ = 3.0. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—
e

© o N oot WD

18.3 18.2 285 13.0 13.8
18.0 174 181 15.1 184

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s.

Calculer 'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 15.0.
Calculer 'espérance de T.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 l’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 14.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p| < d) = 0.95.

Rappels : (0.53) ~0.7019, ®(1.05) ~0.8531, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - &(2).

Solution 1

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

S

n
>
i=1
Application numérique avec n = 10 :
1
T=-— x(183+182+285+13.0+ 13.8+18.0+ 174+ 18.1 + 15.1 + 18.4)

10
— 17;3(.)80 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 17.88. C’est notre estimation
ponctuelle de p.
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2. Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avecn —1) :

1
2 _ Z )2
S_n—l (z: —7)

=1

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; — T) :

(0.42,0.32,10.62, —4.88, —4.08,0.12, —0.48,0.22, —2.78,0.52)

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (x; — T)?
(0.18,0.10, 112.78, 23.81,16.65, 0.01, 0.23,0.05, 7.73, 0.27)

Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (2i—7)* = 0.18+0.10+112.78+23.81+16.65+0.01+0.23+0.05+ 7.73+0.27 = 161.82

=1

Etape 4 : Division par (n — 1) =9 :

o 1619.82 _

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o>.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s = V17.98 = [4.24]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 4.2/
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 15.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans [’échantillon strictement supérieures
a = 15.0.
Dans ’échantillon :
Nombre d’observations x; > 15.0 = 8

5= nombre de succes _ 1% _

n

Interprétation : On estime que environ 80.0% de la population vérifie X > 15.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :
E[X] = u=15.00

Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.
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6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 3.0, n = 10.
3.0 3.0
= —— = —— = -0.95

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.

7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

o 1 o
= — X —

Vvn/ 2 /n
sV =2vnen =4n

Application numérique :
n' =4x10=
Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.

— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/4/n).
Vérification :
oz 0.95

=2 Vv

/
Oz

8. Calcul de P(z < 14.5) :

Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (15.0, (0.95)2). Etape 2 : Centrage et réduction.

145150

z = 005 = —0.53

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <14.5) = ®(—0.53) = |0.2981

9. Calcul de P(|[z —u| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —p| <1)=P(14.0 < X < 16.0)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/0.95 = —1.05

Zsup = 1/0.95 = 1.05

P=23(1.05) — 1=

Interprétation : 70.63% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.



Echantillonnage et Estimation Exercices corrigés

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — p| < d) = 0.95.

@2<I><d>—1—0.95<:>€[><d> =0.975
Oz (o

Comme ®(1.96) = 0.975 :

d

;:1.96:>d:1.96><0.95:
T

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 1.86 unités de p.
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Exercice 2

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 12.5 et d’écart-type o = 2.5. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

14.3 8.6 114 126 12.3
10,6 83 108 13.1 11.7

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 12.5.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 12.0).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.63) ~0.7357, (1.27) ~0.8980, $(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - ®(z).

Solution 2

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(143+86+11.4+4+12.6 + 12.3+10.6 +8.3+10.8+ 13.1 + 11.7)

10
__ 113(.)70 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 11.37. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)

(2.93,-2.77,0.03,1.23,0.93,-0.77, —3.07, —0.57,1.73,0.33)

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (x; — T)?

(8.58,7.67,0.00, 1.51,0.86,0.59,9.42,0.32,2.99,0.11)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (i —T)* =8.58 + 7.67 + 0.00 + 1.51 + 0.86 + 0.59 + 9.42 + 0.32 + 2.99 + 0.11 = 32.08
=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

=220~ [350]

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =/3.56 =[1.89]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 1.89
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 12.5) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a uw=12.5.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 12.5 = 3

5= nombre de succes _ 1% _

n

Interprétation : On estime que environ 30.0% de la population vérifie X > 12.5.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =]12.50
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 2.5, n = 10.
2.5 2.5
7= —F—=—=10.79
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz _ 0.79
/

8. Calcul de P(z < 12.0) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (12.5, (0.79)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

12.0 — 12.5
= 22V 063
5 0.79

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <12.0) = ®(—0.63) = [0.2643

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(11.5 < X < 13.5)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/0.79 = —1.27

Zep = 1/0.79 = 1.27

P=20(1.27)—1=

Interprétation : 79.59% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><0.79:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 1.55 unités de p.
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Exercice 3

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 18.0 et d’écart-type o = 4.0. L’échantillon suivant est prélevé dans cette

population :

—_
<

© e N o oW

19.5 222 144 14.6 18.6
219 153 243 189 19.1

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 18.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 17.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.40) ~0.6554, ®(0.79) ~0.7852, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - D(z).

Solution 3

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T = 0 x (19.5+22.2 +14.4 + 14.6 + 18.6 + 21.9 + 15.3 + 24.3 + 18.9 + 19.1)

__ 18?(.)80 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 18.88. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)

(0.62,3.32, —4.48, —4.28, —0.28, 3.02, —3.58,5.42, 0.02, 0.22)

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (x; — T)?

(0.38,11.02,20.07,18.32,0.08,9.12,12.82,29.38, 0.00, 0.05)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

Z(wi—E)Q = 0.38+11.02+20.07+18.324+0.0849.124+12.82429.384+-0.00+0.05 = 101.24

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2 1019.24 _[[i5]

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =V11.25 =[3.35]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 3.35
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 18.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p = 18.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 18.0 =7

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 70.0% de la population vérifie X > 18.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = =118.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

o
T
Données : 0 = 4.0, n = 10.
4.0 4.0
7 = = =11.26

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
ox 1.26

ol 0.63

8. Calcul de P(z < 17.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (18.0, (1.26)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

17.5 — 18.0
Y
* 1.26 040

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <17.5) = ®(—0.40) = |0.3446

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(17.0 < X <19.0)

Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.26 = —0.79

Zsup = 1/1.26 = 0.79
Etape 3 : Calcul.

P=28(0.79) — 1 =

Interprétation : 57.05% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:d:1.96><1.26:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.48 unités de p.

10
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Exercice 4

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 14.0 et d’écart-type o = 3.5. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

7.9 125 13.7 222 16.9
7.5 11.0 145 102 9.5

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 14.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 13.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.45) ~0.6736, $(0.90) ~0.8159, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - &(2).

Solution 4

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(7T9+125+13.74+222+4+16.9+ 7.5+ 11.0+ 14.5+10.2 4+ 9.5)

10
__ 121%(.)90 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 12.59. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—4.69, —0.09,1.11,9.61,4.31, —5.09, —1.59, 1.91, —2.39, —3.09)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(22.00,0.01,1.23,92.35,18.58,25.91, 2.53, 3.65,5.71,9.55)

11
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (2i—F)® = 22.0040.0141.23+92.35+18.58+-25.91+2.53+3.65+5.71+9.55 = 181.51

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2 1819.51 _ [0

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =V/20.17 = [4.49]|

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 4.49
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 14.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a u = 14.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 14.0 = 3

5= nombre de succes _ 1% _

n

Interprétation : On estime que environ 30.0% de la population vérifie X > 14.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =1]14.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

o
O = 7\/ﬁ
Données : 0 = 3.5, n = 10.
3.5 3.5
7 = = =|1.11

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.

12
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz 111

oL 055

8. Calcul de P(z < 13.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (14.0, (1.11)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

13.5 — 14.0
00T o4
* 111 045

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <13.5) = ®(—0.45) = |0.3264

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(13.0 < X < 15.0)

Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.11 = —0.90

Zeup = 1/1.11 = 0.90
Etape 3 : Calcul.

P =28(0.90) — 1 =

Interprétation : 63.19% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><1.11:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.17 unités de .

13
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Exercice 5

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 16.5 et d’écart-type o = 2.8. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

20.8 179 17.7 14.0 14.6
18.1 17.2 153 13.8 19.0

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 16.5.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 16.0).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.56) ~0.7123, ®(1.12) ~0.8686, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - D(z).

Solution 5

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(2084+179+17.7+14.0+ 14.6 + 18.1 + 17.2 + 15.3 + 13.8 + 19.0)

10
o 16?(.)40 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 16.84. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(3.96,1.06, 0.86, —2.84, —2.24,1.26,0.36, —1.54, —3.04, 2.16)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(15.68,1.12,0.74,8.07,5.02,1.59,0.13,2.37,9.24,4.67)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (i —T)* = 15.68 + 112+ 0.74 + 8.07 + 5.02 + 1.59 + 0.13 + 2.37 + 9.24 + 4.67 = 48.62

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

=2 _[50]

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =/5.40 =[2.32]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 2.32
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 16.5) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=16.5.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 16.5 = 6

_ nombre de succes 6
- -0

n

Interprétation : On estime que environ 60.0% de la population vérifie X > 16.5.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =]16.50
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 2.8, n = 10.
2.8 2.8
7= —F—=—=10.89
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz 0.89

ol 0.44

8. Calcul de P(z < 16.0) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (16.5, (0.89)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

16.0 — 16.5
= VT 00 056
5 0.89

Etape 3 : Lecture de ®(z).
P(X < 16.0) = &(—0.56) = [0.2877

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(15.5 < X <17.5)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/0.89 = —1.12

Zeup = 1/0.89 = 1.12

P=23(1.12) -1 =

Interprétation : 73.73% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><0.89:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 1.74 unités de p.
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Exercice 6

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 13.0 et d’écart-type o = 3.2. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

109 10.2 13.6 15.1 10.6
15.0 157 11.1 11.7 99

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 13.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 12.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : (0.50) ~0.6915, $(0.99) ~0.8389, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - &(2).

Solution 6

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=— x(10.9+10.2+13.6 + 15.1 + 10.6 + 15.0 + 15.7 + 11.1 + 11.7 + 9.9)

10
__ 12?(.)80 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 12.38. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—1.48, —2.18,1.22,2.72, —1.78,2.62, 3.32, —1.28, —0.68, —2.48)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(2.19,4.75,1.49,7.40,3.17,6.86, 11.02, 1.64, 0.46,6.15)

17
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

D (@i —F)? =219+ 475+ 1.49 + 7.40 + 3.17 + 6.86 + 11.02 + 1.64 + 0.46 + 6.15 = 45.14

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2 =20 502

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =/5.02 =[2.24]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 2.24
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 13.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=13.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 13.0 = 4

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 40.0% de la population vérifie X > 13.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = =113.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

o
T
Données : 0 = 3.2, n = 10.
3.2 3.2
7 = = =|1.01

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz 1.01

oL~ 051

8. Calcul de P(z < 12.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (13.0, (1.01)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

12.5 - 13.0
z= 1ol —0.50

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X < 12.5) = ®(—0.50) =[0.3085

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(12.0 < X < 14.0)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.01 = —0.99

Zsup = 1/1.01 = 0.99
Etape 3 : Calcul.

P =28(0.99) — 1=

Interprétation : 67.78% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><1.01:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 1.98 unités de p.
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Exercice 7

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 17.5 et d’écart-type o = 4.2. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

275 121 122 11.5 11.8
21.1 183 152 13.5 185

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 17.5.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 17.0).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.38) ~0.6480, ®(0.75) ~0.7734, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - &(2).

Solution 7

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(275+121+122+11.5+11.8 4 21.1 + 18.3 + 15.2 + 13.5 + 18.5)

10
__ 1611(.)70 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 16.17. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(11.33, —4.07, —3.97, —4.67, —4.37,4.93,2.13, —0.97, —2.67, 2.33)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(128.37,16.56, 15.76,21.81, 19.10, 24.30, 4.54,0.94, 7.13, 5.43)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (2i—)* = 128.37+16.56+15.76+21.81+19.10+24.30+4.54+0.94+7.13+5.43 = 243.94

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2 24?;94 _

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

5=V

s =v27.10=]5.21

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 5.21
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 17.5) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=17.5.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 17.5 =4

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 40.0% de la population vérifie X > 17.5.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] =u=]17.50
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 4.2, n = 10.

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :

ol 0.66

8. Calcul de P(z < 17.0) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (17.5, (1.33)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

17.0—175
=P g
* 1.33

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X < 17.0) = ®(—0.38) =[0.3520

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(16.5 < X < 18.5)

Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.33 = —0.75

Zsup = 1/1.33 = 0.75
Etape 3 : Calcul.

P =28(0.75) — 1 =

Interprétation : 54.67% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><1.33:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.60 unités de .
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Exercice 8

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 15.5 et d’écart-type o = 3.8. L’échantillon suivant est prélevé dans cette

population :

—_
<

© e N o oW

228 11.0 144 21.1 153
15.0 12.6 133 174 12.2

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 15.5.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 15.0).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.42) ~0.6628, $(0.83) ~0.7967, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - &(2).

Solution 8

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(228+11.0+144+21.14+ 1534+ 15.0 4+ 12.6 + 13.3 + 174 + 12.2)

10
o 151%(.)10 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 15.51. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(7.29, —4.51,~1.11,5.59, —0.21, —0.51, —2.91, —2.21, 1.89, —3.31)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(53.14,20.34,1.23,31.25,0.04, 0.26, 8.47, 4.88, 3.57, 10.96)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (zi—F)® =53.14+20.34+1.23+31.25+0.04 4 0.26 4+ 8.47+ 4.88+3.57+10.96 = 134.15

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2 13315 _

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =V14.91 =[3.86]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 3.86
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 15.5) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=15.5.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 15.5 = 3

5= nombre de succes _ 1% _

n

Interprétation : On estime que environ 30.0% de la population vérifie X > 15.5.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =115.50
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 3.8, n = 10.
3.8 3.8
7= —=——=|1.20
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
ox 1.20

oL~ 0.60

8. Calcul de P(z < 15.0) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (15.5, (1.20)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

15.0 — 155
= 20T 99 42
* 1.20 0

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <15.0) = ®(—0.42) = [0.3372

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(14.5 < X <16.5)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.20 = —0.83

Zsup = 1/1.20 = 0.83
Etape 3 : Calcul.

P=23(0.83) —1=

Interprétation : 59.35% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><1.20:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.36 unités de p.
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Exercice 9

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 11.0 et d’écart-type o = 2.2. L’échantillon suivant est prélevé dans cette

population :

—_
<

© e N o oW

12.4 135 13.2 122 10.3
11.7 12.0 10.5 12,5 8.0

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 11.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 10.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : ®(0.71) ~0.7611, ®(1.43) ~0.9236, $(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - &(z).

Solution 9

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(124+135+13.2+12.2+10.3 + 11.7 4+ 12.0 + 10.5 + 12.5 + 8.0)

10
__ 1116(.)30 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 11.63. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(0.77,1.87,1.57,0.57, —1.33,0.07,0.37, —1.13, 0.87, —3.63)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(0.59,3.50,2.46,0.32,1.77,0.00,0.14, 1.28,0.76, 13.18)

26



Echantillonnage et Estimation Exercices corrigés

Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (i —T)* = 0.59 + 3.50 4 2.46 + 0.32 + 1.77 4 0.00 + 0.14 + 1.28 + 0.76 + 13.18 = 24.00

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

=50 =[267)

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =V2.67 =[1.63]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 1.63
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 11.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a u=11.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 11.0 =7

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 70.0% de la population vérifie X > 11.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =]11.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 2.2, n = 10.
2.2 2.2
7= —=—=10.70
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.

— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).
Vérification :
z 0.70
U—f =——=~2 Vv
oL 0.35

8. Calcul de P(z < 10.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (11.0, (0.70)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

10.5 — 11.0
T o1
5 0.70

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <£10.5) = ®(—0.71) = [0.2389

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(JX —p| <1)=P(10.0 < X < 12.0)

Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/0.70 = —1.43

Zsup = 1/0.70 = 1.43
Etape 3 : Calcul.

P=29(143)— 1=

Interprétation : 84.73% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><0.70:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 1.36 unités de .
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Exercice 10

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 19.0 et d’écart-type o = 4.5. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

144 174 221 125 26.7
16.8 229 13.9 27.7 19.5

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 19.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 18.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.35) ~0.6368, $(0.70) ~0.7580, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - &(2).

Solution 10

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(144+174+221+ 125+ 26.7 4+ 16.8 + 22.9 + 13.9 + 27.7 + 19.5)

10
__ 193(.)90 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 19.39. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—4.99, —1.99,2.71, —6.89, 7.31, —2.59, 3.51, —5.49, 8.31,0.11)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(24.90,3.96,7.34,47.47,53.44,6.71,12.32, 30.14, 69.06, 0.01)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

D (2i—7)? = 24.90+3.96+7.34+47.47+53.4446.71+12.32+30.14+69.06+0.01 = 255.35

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

o 2559.35 _

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s = /28.37 =5.33]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 5.33
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 19.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=19.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 19.0 =5

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 50.0% de la population vérifie X > 19.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =119.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 4.5, n = 10.
4.5 4.5
7= —=—— =142
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz  1.42

ol 071

8. Calcul de P(z < 18.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (19.0, (1.42)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

18.5 —19.0
r=E—Tn - —0.35

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X < 18.5) = ®(—0.35) =[0.3632

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(JX —p| <1)=P(18.0 < X <20.0)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.42 = —0.70

Zeup = 1/1.42 = 0.70

P =23(0.70) — 1 =

Interprétation : 51.61% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><1.42:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.79 unités de .
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Exercice 11

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 14.5 et d’écart-type o = 3.1. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

154 185 179 144 154
16.2 15.1 20.1 93 93

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 14.5.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 14.0).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : ®(0.51) ~0.6950, ®(1.02) ~0.8461, $(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - ®(z).

Solution 11

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T = 0 X (154 + 185+ 179+ 144+ 15.4 4+ 16.2 + 15.1 + 20.1 + 9.3 + 9.3)

__ 1511(.)60 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 15.16. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(0.24,3.34,2.74, —0.76,0.24, 1.04, —0.06, 4.94, —5.86, —5.86)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(0.06,11.16,7.51,0.58,0.06, 1.08, 0.00, 24.40, 34.34, 34.34)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (2i—F)* = 0.06+11.164+7.51+0.58+0.06+1.08+0.00+24.40+ 34.34+ 34.34 = 113.52

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2 11?;52 _

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =V12.61 =3.55]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 3.55
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 14.5) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a = 14.5.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 14.5 =7

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 70.0% de la population vérifie X > 14.5.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =]14.50
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 3.1, n = 10.
3.1 3.1
7= —F—=—=10.98
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz 0.98

ol 049

8. Calcul de P(z < 14.0) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (14.5, (0.98)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

14.0 — 14.5
=T o5l
5 0.93

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X < 14.0) = ®(—0.51) =[0.3050

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(13.5 < X < 15.5)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/0.98 = —1.02

Zenp = 1/0.98 = 1.02

P=28(1.02) — 1 =

Interprétation : 69.23% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><0.98:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 1.92 unités de p.
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Exercice 12

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 16.0 et d’écart-type o = 2.9. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

109 135 196 144 183
14.0 133 151 13.8 174

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 16.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 15.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : ®(0.54) ~0.7054, ®(1.09) ~0.8621, $(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - ®(z).

Solution 12

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=— x(10.9+13.5+19.6 + 14.4 + 18.3 + 14.0 + 13.3 + 15.1 + 13.8 + 17.4)

10
__ 15;)(.)30 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 15.03. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—4.13, —1.53,4.57, —0.63,3.27, —1.03, —1.73,0.07, —1.23,2.37)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(17.06,2.34,20.88, 0.40, 10.69, 1.06, 2.99, 0.00, 1.51, 5.62)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (@i —7)% = 17.06+2.34 +20.88 + 0.40 + 10.69 -+ 1.06 +2.99 4 0.00 + 1.51 + 5.62 = 62.56

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

=20 _[6.95]

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =6.95 =[2.64]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 2.64
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 16.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=16.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 16.0 = 3

5= nombre de succes _ 1% _

n

Interprétation : On estime que environ 30.0% de la population vérifie X > 16.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =1]16.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 2.9, n = 10.
2.9 2.9
z=——==-——=0.92
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :

oL " 0.46

8. Calcul de P(z < 15.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (16.0, (0.92)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

15.5 — 16.0
=200 Y 54
5 0.92

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <15.5) = ®(—0.54) = |0.2946

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(15.0 < X < 17.0)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/0.92 = —1.09

Zenp = 1/0.92 = 1.09

P=28(1.09) — 1=

Interprétation : 72.43% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><0.92:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 1.80 unités de p.
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Exercice 13

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 13.5 et d’écart-type 0 = 3.6. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

109 164 9.5 18.0 104
11.2 142 144 131 14.0

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 13.5.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 13.0).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.44) ~0.6700, $(0.88) ~0.8106, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - &(2).

Solution 13

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(109+164+95+18.0+10.4 + 11.2 + 14.2 + 14.4 + 13.1 + 14.0)

10
o 1312(.)10 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 13.21. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—2.31,3.19, —3.71,4.79, —2.81, —2.01,0.99, 1.19, —0.11, 0.79)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(5.34,10.18,13.76, 22.94,7.90,4.04, 0.98, 1.42,0.01, 0.62)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (2i—7)* =534+ 10.184 13.76 +22.94 + 7.90 + 4.04 4 0.98 + 1.42 4 0.01 + 0.62 = 67.19

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2= 0 _[7a7)

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =747 =[2.73]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 2.73
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 13.5) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=13.5.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 13.5 =5

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 50.0% de la population vérifie X > 13.5.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = =13.50
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 3.6, n = 10.

3.6 3.6
7= ——=—— =|1.14
re= 20— 30 [

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz 114
o 057

8. Calcul de P(z < 13.0) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (13.5, (1.14)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

13.0 — 135
=0T g4
* 1.14 0

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <13.0) = ®(—0.44) = [0.3300

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(125 < X < 14.5)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.14 = —0.88

Zanp = 1/1.14 = 0.88

P =23(0.88) — 1=

Interprétation : 62.11% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><1.14:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.23 unités de .
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Exercice 14

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 17.0 et d’écart-type 0 = 4.1. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

14.6 14.1 13.2 16.2 18.7
18.1 18.0 18.7 25.2 24.8

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 17.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 16.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.38) ~0.6480, ®(0.77) ~0.7794, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - &(2).

Solution 14

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(14.6+14.1+13.2+16.2 4+ 18.7 4+ 18.1 + 18.0 + 18.7 + 25.2 + 24.8)

10
__ 1811(.)60 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 18.16. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—3.56, —4.06, —4.96, —1.96, 0.54, —0.06, —0.16, 0.54, 7.04, 6.64)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(12.67,16.48, 24.60, 3.84,0.29, 0.00, 0.03, 0.29, 49.56, 44.09)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (2i—7) = 12.67+16.48+24.60+3.84+0.2940.00+0.0340.29+49.56 +44.09 = 151.86

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

o 1519.86 _

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s = V16.87 = [4.11]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 4.11
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 17.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=17.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 17.0 =6

_ nombre de succes 6
- -0

n

Interprétation : On estime que environ 60.0% de la population vérifie X > 17.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] =un=]17.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 4.1, n = 10.
4.1 4.1
7= —=——=|1.30
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.

42



Echantillonnage et Estimation Exercices corrigés

7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :

oL 0.65

8. Calcul de P(z < 16.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (17.0, (1.30)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

16.5 — 17.0
=20 Y p.as
* 1.30

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X < 16.5) = ®(—0.38) =[0.3520

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(JX —p| <1)=P(16.0 < X < 18.0)

Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.30 = —0.77

Zeup = 1/1.30 = 0.77
Etape 3 : Calcul.

P=28(0.77) -1 =

Interprétation : 55.87% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><1.30:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.54 unités de .
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Exercice 15

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 12.0 et d’écart-type 0 = 2.6. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

10.0 10.6 6.1 15.1 12.8
12.8 11.3 16.6 7.6 128

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 12.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 11.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.61) ~0.7291, ®(1.22) ~0.8888, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - D(z).

Solution 15

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T = 0 x (10.0 +10.6 + 6.1 + 15.1 + 12.8 + 12.8 + 11.3 + 16.6 + 7.6 + 12.8)

__ 111%(.)70 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 11.57. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—1.57, —0.97, —5.47,3.53,1.23,1.23, —0.27, 5.03, —3.97,1.23)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(2.46,0.94,29.92,12.46,1.51,1.51,0.07,25.30, 15.76, 1.51)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (2i—%)? =2.46+0.94+29.92+12.46 + 1.51 +1.51+0.07+25.30+ 15.76 4 1.51 = 91.46

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2= 20 ~[10.16]

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =/10.16 = [3.19]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 3.19
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 12.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a = 12.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 12.0 =5

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 50.0% de la population vérifie X > 12.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = =1]12.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 2.6, n = 10.
2.6 2.6
z=——==-——=0.82
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz _ 0.82
o 041

8. Calcul de P(z < 11.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (12.0, (0.82)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

115 — 12.0
=0T 2 06l
5 0.82

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <11.5) = ®(—0.61) = [0.2709

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(11.0 < X < 13.0)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/0.82 = —1.22

Zanp = 1/0.82 = 1.22

P=23(1.22) - 1=

Interprétation : 77.75% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><0.82:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 1.61 unités de .
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Exercice 16

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 18.5 et d’écart-type o = 3.9. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

16.2 194 154 18.9 20.6
14.8 13.2 20.8 19.2 12.2

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 18.5.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 18.0).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : ®(0.41) ~0.6591, (0.81) ~0.7910, $(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - ®(z).

Solution 16

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=— x(16.2+194+ 154+ 18.9+420.6 + 14.8 + 13.2 + 20.8 + 19.2 + 12.2)

10
__ 17;)(.)70 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 17.07. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—0.87,2.33, —1.67, 1.83,3.53, —2.27, —3.87,3.73, 2.13, —4.87)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(0.76,5.43,2.79,3.35,12.46, 5.15, 14.98, 13.91,4.54, 23.72)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (@i —7)? = 0.76+5.43+2.79 4 3.35+ 12,46+ 5.15+ 14.98+ 13.91 + 4.54 4 23.72 = 87.08

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

=" _[68)

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =/9.68 =|3.11]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 3.11
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 18.5) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=18.5.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 18.5 =5

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 50.0% de la population vérifie X > 18.5.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =]18.50
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 3.9, n = 10.
3.9 3.9
7= —=—— =123
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz 1.23

ol " 0.62

8. Calcul de P(z < 18.0) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (18.5, (1.23)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

18.0 — 185
=000 41
* 1.23 0

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <18.0) = ®(—0.41) =[0.3409

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(17.5 < X <19.5)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.23 = —0.81

Zeup = 1/1.23 = 0.81

P =23(0.81) - 1=

Interprétation : 58.21% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><1.23:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.42 unités de .

49



Echantillonnage et Estimation Exercices corrigés

Exercice 17

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 15.0 et d’écart-type ¢ = 3.3. L’échantillon suivant est prélevé dans cette

population :

—_
<

© e N o oW

13.3 158 21.2 194 14.1
12.1 103 159 143 16.1

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 15.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 14.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : $(0.48) ~0.6844, (0.96) ~0.8315, $(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - ®(z).

Solution 17

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=-—x(133+158+21.2+194+ 14.1 4+ 12.1 +10.3 + 15.9 + 14.3 + 16.1)

10
__ 1512(.)50 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 15.25. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—1.95,0.55,5.95,4.15, —1.15, —3.15, —4.95, 0.65, —0.95, 0.85)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(3.80,0.30,35.40, 17.22,1.32,9.92, 24.50, 0.42,0.90, 0.72)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (zi—7)* =3.80+0.30 43540+ 17.22 4 1.32 + 9.92 4 24.50 + 0.42 4 0.90 + 0.72 = 94.52

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2= 2222 ~[1050)

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =V10.50 = [3.24]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 3.24
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 15.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=15.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 15.0 =5

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 50.0% de la population vérifie X > 15.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = =115.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 3.3, n = 10.
3.3 3.3
7= —=——=|1.04
T= /10 316

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz 1.04

ol 0.52

8. Calcul de P(z < 14.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (15.0, (1.04)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

14.5 — 15.0
Y
* 1.04 0.48

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <14.5) = ®(—0.48) = [0.3156

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(JX —p| <1)=P(14.0 < X < 16.0)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.04 = —0.96

Zsup = 1/1.04 = 0.96
Etape 3 : Calcul.

P =28(0.96) — 1 =

Interprétation : 66.29% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

20 <d) —1=095% 3 (d> = 0.975
Ox Ox
Comme ®(1.96) = 0.975 :
d
— =196 = d =1.96 x 1.04 =[2.05]

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.05 unités de p.
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Exercice 18

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 14.0 et d’écart-type o = 2.7. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

13.2 17.0 120 88 134
16.7 115 124 16.4 14.9

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 14.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 13.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : ®(0.59) ~0.7224, ®(1.18) ~0.8810, $(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - ®(z).

Solution 18

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=—x(132+17.0+12.0+88+13.4+ 16.7+ 11.5 + 12.4 + 16.4 + 14.9)

10
__ 1316(.)30 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 13.63. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—0.43,3.37, —1.63, —4.83, —0.23,3.07, —2.13, —1.23,2.77, 1.27)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(0.18,11.36,2.66,23.33,0.05,9.42,4.54,1.51,7.67,1.61)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

> (2= %)% = 0.18 4+ 11.36 + 2.66 + 23.33 + 0.05 + 942+ 4.54 + 1.51 + 7.67 + 1.61 = 62.34

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

=22 _[603)

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =6.93 =[2.63]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 2.63
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 14.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a u = 14.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 14.0 = 4

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 40.0% de la population vérifie X > 14.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =1]14.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 2.7, n = 10.
2.7 2.7
z=—==-——=0.85
T /10 3.16

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :
oz 0.85

ol 043

8. Calcul de P(z < 13.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (14.0, (0.85)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

13.5 — 14.0
= 20T Y 059
5 0.85

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X < 13.5) = ®(—0.59) =[0.2776

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(13.0 < X < 15.0)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/0.85 = —1.18

Zenp = 1/0.85 = 1.18

P=23(1.18) — 1 =

Interprétation : 76.20% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

Etape 3 : Calcul.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:>d:1.96><0.85:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 1.67 unités de p.
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Exercice 19

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 16.5 et d’écart-type o = 4.3. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

8.9 149 181 11.6 145
184 139 233 155 20.2

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 16.5.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 16.0).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : ®(0.37) ~0.6443, ®(0.74) ~0.7704, $(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - ®(z).

Solution 19

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
— x (8.9+14.9+18.1+11.6 +14.5+ 18.4 4+ 13.9 4+ 23.3 + 15.5 + 20.2)

10
__ 15;9(.)30 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 15.93. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

i3

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—7.03,—1.03,2.17, —4.33, —1.43, 2.47, —2.03, 7.37, —0.43, 4.27)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(49.42,1.06,4.71,18.75,2.04,6.10,4.12, 54.32,0.18, 18.23)

o6
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

D (2i—F)® = 49424+ 1.06+4.71+18.75+2.04+6.10+4.12 4 54.32+0.18+ 18.23 = 158.94

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2 155;.94 _

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s = V17.66 = [4.20]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 4.20
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 16.5) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=16.5.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 16.5 = 4

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 40.0% de la population vérifie X > 16.5.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = u =]16.50
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 4.3, n = 10.

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.

o7
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7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :

ol " 0.68

8. Calcul de P(z < 16.0) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (16.5, (1.36)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

16.0 — 16.5
= 2T 37
* 1.36

Etape 3 : Lecture de ®(z).
P(X <£16.0) = ®(—0.37) = |0.3557

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(15.5 < X <17.5)

Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.36 = —0.74

Zsup = 1/1.36 = 0.74
Etape 3 : Calcul.

P=20(0.74) — 1 =

Interprétation : 54.07% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:d:1.96><1.36:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.67 unités de .

o8
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Exercice 20

On considére une population de taille infinie dont la variable d’intérét X suit une loi normale
de moyenne p = 13.0 et d’écart-type o = 3.4. L’échantillon suivant est prélevé dans cette
population :

—_
<

© e N o oW

114 152 11.7 17.0 9.8
194 163 79 156 94

Calculer la moyenne d’échantillon .

Calculer la variance d’échantillon s2.

Calculer I'écart-type d’échantillon s.

Estimer ponctuellement la proportion p de la population pour laquelle X > 13.0.
Calculer 'espérance de =.

Calculer 'erreur-type de 7.

Quelle taille d’échantillon n’ faudrait-il prélever pour diviser par 2 I’erreur-type de T ?
Calculer la probabilité P(z < 12.5).

Calculer la probabilité P(|z — p| < 1).

Trouver d tel que P(|Z7 — p] < d) = 0.95.

Rappels : (0.46) ~0.6772, $(0.93) ~0.8238, ®(1.96) = 0.975, ®(-z) = 1 - ®(2).

Solution 20

1.

Moyenne d’échantillon T :
Rappel de la formule :

T =

n
D i
i=1

S

Application numérique avec n = 10 :
1
T=-—x(114+152+11.7+170+ 9.8+ 19.4 + 16.3 + 7.9+ 15.6 + 9.4)

10
__ 133(.)70 _

Interprétation : La moyenne observée dans l’échantillon est 13.37. C’est notre estimation
ponctuelle de p.

Variance d’échantillon s? :

Rappel de la formule (corrigée, avec n —1) :

Etape 1 : Calcul des écarts d la moyenne (x; —T)
(—1.97,1.83, —1.67,3.63, —3.57, 6.03, 2.93, —5.47, 2.23, —3.97)
2 .

Etape 2 : Calcul des carrés des écarts (z; — )

(3.88,3.35,2.79,13.18,12.74, 36.36, 8.58,29.92,4.97, 15.76)
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Etape 3 : Somme des carrés des écarts :

n

Z(wi—E)Q = 3.8843.35+2.79+13.18412.744-36.36+8.584+-29.92+4.97+15.76 = 131.54

=1

Etape J : Division par (n—1)=9:

2 1319.54 _ i8]

Remarque : On utilise n — 1 pour obtenir un estimateur sans biais de o2.

3. Ecart-type d’échantillon s :
Rappel : L’écart-type est la racine carrée de la variance.

s=Vs?
s =V14.62 =[3.82]

Interprétation : La dispersion moyenne des observations autour de T est d’environ 3.82
unités.
4. Estimation ponctuelle de p = P(X > 13.0) :
Principe : On compte le nombre d’observations dans l’échantillon strictement supérieures
a p=13.0.
Dans Uéchantillon :
Nombre d’observations x; > 13.0 =5

5= nombre de succes _ % _

n

Interprétation : On estime que environ 50.0% de la population vérifie X > 13.0.

5. Espérance de 7 :
Propriété fondamentale : Pour un échantillon aléatoire simple, la moyenne d’échantillon
est un estimateur sans biais de p.

E[X]=p

Application numérique :

E[X] = =113.00
Interprétation : En moyenne, sur tous les échantillons possibles de taille n, la moyenne
d’échantillon vaut exactement p.

6. Erreur-type de 7 :
Rappel de la formule :

Données : 0 = 3.4, n = 10.

Interprétation : L’erreur-type mesure la dispersion attendue des moyennes d’échantillon
autour de p. Plus elle est petite, plus T est précis.

60



Echantillonnage et Estimation Exercices corrigés

7. Effet de la taille d’échantillon sur la précision :
Objectif : Diviser ’erreur-type par 2.
Si ol = 307 alors :

g

N
= V!

\

1 o
T2 7
2vn < n'

n' =4 x10=[40]

Application numérique :

Commentaire :

— Pour doubler la précision, il faut quadrupler la taille d’échantillon.
— Les gains de précision sont décroissants (loi en 1/y/n).

Vérification :

oL~ 0.54

8. Calcul de P(z < 12.5) :
Etape 1 : Distribution d’échantillonnage de X.
Comme X ~ N (p,0?), alors X ~ N (13.0, (1.08)?). Etape 2 : Centrage et réduction.

12.5 — 13.0
= 20T Y 046
* 1.08

Etape 3 : Lecture de ®(z).

P(X <12.5) = ®(—0.46) = |0.3228

9. Calcul de P(|[z —pu| <1):
Etape 1 : Reformulation.

P(X —pl <1)=P(12.0 < X < 14.0)
Etape 2 : Centrage et réduction.
Zinf = —1/1.08 = —0.93

Zsup = 1/1.08 = 0.93
Etape 3 : Calcul.

P=28(0.93)—1=

Interprétation : 64.76% de chances que T s’écarte d’au plus 1 unité de p.

10. Marge d’erreur avec 95% de confiance :
Principe : On cherche d tel que P(|X — u| < d) = 0.95.

& 20 <d> —1=09<o (d> = 0.975
Ox Ox

Comme ®(1.96) = 0.975 :

i:1.96:d:1.96><1.08:

Oz

Interprétation : Avec 95% de confiance, T s’écarte d’au plus 2.11 unités de p.
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